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RESUMEN

Este reporte tiene como objetivo validar la metodologia que aplica el INEE en la deteccion de la
excesiva similitud en los trenes de respuesta de los alumnos que presentan la prueba Planea, la cual
usa el método propuesto por Wesolowsky (2000). Para dicho fin, se generaron 900,000 simulaciones
bajo dos escenarios fundamentales: el primero (420 000 simulaciones) considera la independencia en
las respuestas de los estudiantes, y la segunda (480 000) bajo un patron de copia que se describe en
el cuerpo del documento. Los resultados de las simulaciones, muestran evidencia favorable y
confiable para la aplicacion de este método en la deteccion de anomalias, y particularmente, muestran
que el método de Wesolowsky no excede la significancia fijada, para acusar falsamente a estudiantes

que atienden la prueba.

Palabras clave: Método de Wesolowsky, analisis estadistico para deteccion de
irregularidades, anomalias en examenes con opcion multiple, Simulaciones.



I. INTRODUCCION

A partir de enero del 2015, el Instituto Nacional para la Evaluacion de la Educacion (INEE), disefio
una nueva prueba de aprendizajes, denominada Plan Nacional para las Evaluaciones de los
Aprendizajes (PLANEA). A través de ella se evaluaran, inicialmente, competencias disciplinares
basicas de los campos de Lenguaje y Comunicacion y Matematicas y progresivamente se extendera
al esquema de evaluacion otras areas de aprendizaje como Ciencias y Formacion Ciudadana. Planea
se aplico por primera vez en junio del 2015 en sexto de primaria, tercero de secundaria.

En su contenido, Planea esta conformado por un conjunto de instrumentos para evaluar aprendizajes
cognitivos y no cognitivos. Los primeros derivan del curriculum nacional vigente de la educacion
basica y del marco curricular comtn. Los segundos estan orientados a evaluar aspectos sociales y
emocionales, asi como valores y actitudes. Los instrumentos evaluativos de educacion basica seran
disenados y elaborados por el INEE, ademas de que tendra a su cargo la supervision de la aplicacion
de todas las pruebas; asimismo, aplicara evaluaciones muestrales, en tanto que a la SEP le
correspondera la aplicacion de las evaluaciones censales.

La principal preocupacion de Planea es que las evaluaciones deben cumplir con los criterios técnicos
que aseguren sus resultados sean utiles y confiables para los niveles de dominio que fueron disefiados.
Particularmente debe comentarse que estas no estan diseniadas para evaluar la calidad educativa de
los planteles o del desempefio de sus docentes, ni tampoco debera usarse para compensar a los
docentes o escuelas, o castigar a los alumnos (tomando fundamentalmente las experiencias de
ENALCE y Excale).

Los propositos que se establecen para las pruebas Planea son:

*  Conocer la medida en que los estudiantes logran el dominio de un conjunto de aprendizajes
esenciales al término de los distintos niveles de la educacion obligatoria.

*  Ofrecer informacion contextualizada para la mejora de los procesos de ensenanza en los
centros escolares.

* Informar a la sociedad sobre el estado que guarda la educacion, en términos del logro de
aprendizaje de los estudiantes.

*  Aportar a las autoridades educativas informacion relevante y utilizable para el monitoreo, la
planeacion, programacion y operacion del sistema educativo y sus centros escolares.

Para evitar el fenomeno conocido como inflacion de resultados de las pruebas censales, se tienen
contemplados tres mecanismos de control, donde el INEE:

I Definira criterios especificos para la aplicacion de las pruebas censales y uso de los
resultados. Uno de estos criterios indica que los aplicadores de las pruebas deberan ser
externos al centro educativo correspondiente.

2. Supervisara los procesos asociados a la aplicacion de las pruebas.

3. Realizara una verificacion estadistica de la consistencia de los resultados.



El tercer punto se relaciona directamente con proponer metodologias estadisticas que ayuden a
detectar anomalias en las pruebas, las cuales son el tema fundamental del presente escrito; Las
anomalias deben considerarse a nivel de grupo escolar y a nivel de dominios de analisis que permitan
ayudar a dar la certeza de la validez de los datos de logro de las pruebas.

Existen métodos estadisticos existentes para la deteccion de irregularidades, para comparar las
respuestas de una prueba estandarizada desde los afios 20's como los desarrollados por Gundlanch
(1925), Bird (1929), Dickenson (1945). Mas recientemente se reportan los desarrollados por Aiken
(1991), Angoff (1974), Cizek (1999, 2006), Frary (1993), Haney, Wesolowsky (2000) y Clarke (2007),
por mencionar algunos de ellos. A la fecha se siguen desarrollando métodos estadisticos que
pretenden tener mejores resultados en la deteccion de irregularidades.

Wesolowsky (2000) propone un modelo estadistico que compara las respuestas por pares de
estudiantes y procede a identificar excesivas respuestas coincidentes. El énfasis del método es la de
prevenir falsas acusaciones (controlando el error tipo I). El método se aplico a los resultados de las
pruebas PLANEA 2015 para analizar si posibles patrones anomalos en los trenes de respuesta de los
estudiantes. Los resultados, muestran un porcentaje de alumnos involucrados en irregularidad hasta
el 7.2% en las pruebas aplicadas a alumnos de 6° de primaria y del 11.8% en 3° de secundaria en la
prueba de matematicas. Los porcentajes de irregularidad encontrados para Lenguaje y Comunicacion
son mas bajos en ambos casos.

Ante la preocupacion del INEE por prevenir falsas acusaciones, se toma la iniciativa de investigar la
validez del método de Wesolowsky, ya que es el que se aplico en el analisis de las pruebas y por ende
la validez de los resultados.

II.  El método de Wesolowsky.

A partir de este capitulo y a lo largo de este reporte, cuando se mencione el método, se hara referencia
al método de Wesolowsky (2000).

En este capitulo se proporciona un resumen del método, asi como algunas definiciones necesarias. Para
mayores detalles, véase Wesolowsky (2000).

I1.1 Notacion:

En la discusion del escrito se asume la siguiente notacion:
N:= namero de estudiantes en el grupo.

g:= numero de items en el examen.
m;,; :=probabilidad de que los estudiantes | y K, coincidan en la respuesta del
item i.

M, == namero de coincidencias en las respuestas de los estudiantes j y k.



p;; := probabilidad de que el estudiante J conteste correctamente el item i .
I = proporcion del grupo que contesto correctamente el item | .

C; = proporcion de items que contesto correctamente el estudiante | .

V, = numero de opciones incorrectas correspondientes al item i .
W, := probabilidad de que, dado que la respuesta es incorrecta, el estudiante

seleccione la opcion incorrecta t en el item 1.

La probabilidad de que dos estudiantes j y K coincidan en la respuesta del item i, considera la

probabilidad de que ambos tengan la respuesta correcta, ademas de la probabilidad de que ambos
coincidan en la respuesta incorrecta. Wesolowsky propone como forma funcional de la probabilidad

pyi
Pji=f1-(1-rp®" @
para0<r, <1, a;>0,con j=1..,n,i=1..q.

Segtin Wesolowsky (2000), la probabilidad de coincidencia en la respuesta de la i-esima pregunta
entre los estudiantes j y k es:

Vi
M, =P,Py +(1—pj,.)(1—pki)z;w§,. , 2)
t=

para j=1..,n-1,k=j+1..,n,i=1..q.

La deduccion de la expresion sigue una logica simple donde le primer término se refiere a la
coincidencia en la respuesta correcta, mientras que la segunda en la respuesta incorrecta.

El parametro a i la habilidad del estudiante |, se estima resolviendo la ecuacion:

2 _C. . j=1..n, 3)

la cual es independiente para cada estudiante, y por su estructura no lineal, debe resolverse
numeéricamente.

Adicionalmente, el método considera deseable que la estimacion para las probabilidades p;; sea

consistente con la proporcion de respuestas correctas en cada una de las preguntas del examen que
se aplico al grupo, es decir, que se cumplan (al menos de manera aproximada) la siguiente ecuacion:



=r,, i=1..,9. 4)

I1.2. Supuestos del método

Para desarrollar las expresiones que sustentan el modelo, se parte de los siguientes supuestos:

a) Los estudiantes responden de manera independiente las preguntas del examen.

b) W, eslamisma para todos los estudiantes.

c) La variable aleatoria, Xij que indica si la respuesta se respondi6 correctamente, sigue una
distribucion Bernoulli con parametro p_ij.

El modelo tiene las propiedades deseables de un modelo de respuesta, como la de una relacion directa
entre la probabilidad de respuesta correcta tanto con la habilidad como con la dificultad del item; es
decir, un alumno con mayor habilidad tiene mayor probabilidad de contestar una pregunta de una
dificultad dada que estudiante de menor habilidad; y una pregunta simple (ri mas grande) tiene
mayor probabilidad de ser respondida correctamente por los estudiantes que una menos simple.

I1.3. La distribucion asintotica del namero de coincidencias y estadistico de
prueba.

Para deducir un resultado asintotico que sea la herramienta de prueba de la excesiva similitud de
coincidencias en las respuestas entre pares de alumnos, se considera la siguiente estructura de los
datos. Se asumio6 que Xij es una variable aleatoria Bernoulli con parametro p_ij, por lo tanto E(Xij)-
p_ij y la varianza es Var(X_ij) = p_ij(1- p_ij). Considerando la independencia entre los estudiantes en
responder las preguntas, se dedujo que la probabilidad de coincidencia esta dada por (2), por lo que
una nueva variable aleatoria sobre la probabilidad de coincidencia entre dos estudiantes - digamos j
y k- se puede definir como M_ijk, la cual puede considerarse como variable aleatoria Bernoulli con
valor esperado dado por la expresion en (2) y varianza mg(I-my). A partir de esta expresion, se deduce
que la variable aleatoria que define el namero total de coincidencias es:

Mjk - iMijk’

con valor esperado, la suma de los valores esperados de las M_ijk; es decir,

Ke]

q
EM;) =2 EMy) =3 M, =u;, . ®)
i=1 i=1
Por independencia, la varianza, seria:

q
VGY(M).K) = Zmijk(l - mijk) = O-J%K' (6)
i—2



Usando el Teorema del Limite Central, se justifica que La variable aleatoria, Mj, tiene como
distribucion asintotica a la Normal con valor esperado dado por (5) y varianza dada en (6).

Estimacion

Una vez que se tienen los resultados (trenes de respuesta) de una prueba aplicada, se procede a la
estimacion de los parametros del modelo. El método mas comun para llevar a cabo el proceso de
estimacion es el de Maxima Verosimilitud. Partiendo del supuesto de que las dificultades de los items
son conocidas (dadas), se plantea que los estudiantes responden los reactivos de manera
independiente las preguntas, pero con diferentes probabilidades que depende de la habilidad de cada
uno de ellos (no son idénticamente distribuidos). Este aspecto, hace que el proceso de estimacion sea
un tanto complicado, ya que el interés se centra en la estimacion de las probabilidades de responder
correctamente los reactivos de cada estudiante. En este sentido, dado que se asume la independencia
entre los alumnos, cada estudiante tiene su propia muestra de reactivos (independientes) con una
dificultad dada, los cuales son respondidos con una probabilidad que depende de su dificultad.

Si se plantea el problema como un proceso de estimacion sobre una probabilidad promedio de

responder correctamente cada reactivo, digamos Pj, para una variable aleatoria X_ji con distribucion

Bernoulli con dicho parametro, la funcion de verosimilitud para cada estudiante, j=1,2,...,n, esta dada
por:

_ a _ _
up;) =[P} (@ -p;),
i=1

_ g _ _
= INCAP;)] =D (X IN(P;) +(1-X,)In(-p;)],

i=1

— 13
donde p; = azpﬁ.

i=1

Se puede demostrar que el estimador de Méaxima Verosimilitud de Pj, est4 dado por:

Igualando entonces las expresiones correspondientes Pj, se llega a la expresion:
J 13 a,q1/a

p; =C, jazfl‘a“ﬂ’ i71% =,
=1

. J ’
1=1

O|=

El objetivo ahora es resolver la expresion para el pardmetro de habilidad, @;; dicha expresion se
resuelve a través de métodos numéricos, lo cual resulta en el MV de la habilidad a i (por resultados

conocidos de los estimadores de MV); ademas.



Una vez estimados los parametros, el estimador de las probabilidades de responder correctamente
cada reactivo, i, por el estudiante j es:

Py =[1- (-1 ],

De la misma manera, se obtienen las probabilidades de coincidencia entre los estudiantes j y K, las

A N
cuales se estiman sustituyendo las respectivas Pji y Pk en la expresion (2). Ahora, se puede asumir

a la variable que describe la probabilidad de coincidencia entre los estudiantes j y k en la pregunta i
como M_jki, cuya distribucion seria Bernoulli con parametro my, dada en la expresion (2). La
estimacion de la probabilidad de coincidencia en la respuesta del reactivo i, por parte de los

estudiantes j y k, my, resulta en:

A

M, =P

JI

Vi R
"610' +(1_6ji)(1_6ki)zwii' )
t-1

ijic» 1a cual define el numero de coincidencias observadas,

q
Para la variable aleatoria V] K = ZM
)

entre los estudiantes j y K, se puede considerar como un proceso de  variables aleatorias
independientes Bernoulli pero con diferentes probabilidades de éxito (las cuales fueron estimadas

usando las probabilidades p;; y Pyde cada estudiante). Por ende, el numero esperado de

coincidencias entre los estudiantes j y Kse obtienen sumando los valores esperados de las q

variables aleatorias, lo que deriva en:
q
EMJK =Hj = ijki , (6)
)

para j=1..,n-1,k=j+1..n.

Mientras que la varianza, se estima como:
X q
VM, =05 = 2 M (1-mj). @)

Haciendo uso de la distribucion asintotica (definida anteriormente por el Teorema de Limite

Central), la variable aleatoria MJK’ es aproximada con la siguiente variable normal estandar:

M)K ~ Mk

(¢

2, = - N1,  para j=1..n-1,k=j+1...n, (8)

JK

Para efectuar el proceso de inferencia sobre las coincidencias, se debe estimar tanto [ jk COmo O .

Usando este resultado, se puede llevar a cabo la prueba de la hipotesis sobre la independencia en las



respuestas de los alumnos. Por la in-varianza de los estimadores, la expresion para el estimador de
I, estd dada por:

A 9. A
Mjk = Zm)'l(i X
i=1
2
y para 6}, , se logra con:

Az q A A
ik = Y Mji(1 - M)
=
Asi es estadistico de prueba seria el equivalente a la expresion (8) usando los estimadores
correspondiente de [; y O, .

~ A
2 _ MJ'K M=% 9
JjK,Calculada — A > ( )
Ojk

~

donde M jeson las coincidencias observadas. La constante “/2” (conocida como factor de

continuidad) se justifica dado que la variable aleatoria MJ.K, es discreta (ver Rosner 2011).

De acuerdo, con Wesolowky (2000), se considera la prueba simultanea de todos los pares de
estudiantes, lo que debe considerar que a un nivel de significancia a., se debe corregir por el ntimero
de comparaciones realizadas (Bonferroni); Asi, la hipotesis de independencia, implica que el
estadistico de compararse con un valor tedrico de la distribucion normal Z-a/cn-123- El rechazo de
la prueba, sugiere una posible sospecha de un excesivo nimero de coincidencias en los trenes de
respuesta, lo cual puede deberse a factores no controlados en la aplicacion de la prueba. Wesolowky
(2000), sugiere usar niveles de significancia del orden 0.001 con el fin de evitar falsas acusaciones.

III. METODOLOGIA.

El objetivo del reporte es evaluar la validez y que tan robusto es el método de Wesolowsky en la deteccion
de irregularidades en pruebas de opcion maltiple. Para ello, se realizan simulaciones bajo dos
escenarios diferentes. El primero considera patrones de simulacion en un contexto de independencia
en las respuestas de los alumnos; mientras que el segundo, considera las simulaciones imputando un
patron de copia usando un “grupo control”. Los detalles especificos de las simulaciones se dan
enseguida.

IL1.  Proceso de simulacion bajo independencia.

Los objetivos que se persiguen bajo este escenario son:



)

)

3)

Determinar la eficiencia y robustez del método. Se evaltia que tanto método falla en la
deteccion de posibles falsos positivos; lo deseables es que falle 1o menos posible, es decir, que
se minimicen los falsos positivos. Por construccion, lo esperado es que el método no detecte
anomalias en los trenes de respuesta simulados.

Determinar una cota superior sobre el ntimero de coincidencias permitidas para sospechar
que existe anomalia en la prueba. Es decir, se responde la pregunta: ¢qué tanto se pueden
desviar las coincidencias por arriba de lo esperado, dado en (6), y deberse estrictamente al
azar?

Se consideran diferentes tamanos de grupo (n) y ntumero de preguntas (q), para evaluar la
sensibilidad del método.

Los trenes de respuesta de los alumnos, asumiendo que contestan de manera autonoma, siguio el
siguiente proceso de simulacion:

Se generaron aleatoriamente las ¢ dificultades de los reactivos a través de una variable
aleatoria Uniforme(0,1).

r. ~unif (01) , paratodai=1...,q. 9)

Las n habilidades de los estudiantes, se simularon usando una distribucion Gamma(16.32,
15.87). Dicha distribucion proviene de los resultados obtenido de la prueba planea, la cual se
sometio al software SAS para determinar los valores de los parametros.

a; ~Gam(16.32,15.87), paratoda j=1,...,n. (10)
Cabe destacar que solo se buscaba una distribucion aproximada que diese valores adecuados
de las habilidades mas no una distribucion que de un ajuste a la distribucion de las

habilidades. Los valores de los parametros de la distribucion se tomaron de estimaciones de
las pruebas de Matematicas de Planea para tercero de secundaria.

Conocidas las dificultades y las habilidades, se procedio a calcular las probabilidades p;;,

usando la expresion (1).

Con las probabilidades estimadas, se generaron los trenes de respuesta de las ¢ preguntas
para los n sustentantes.

Los trenes simulados se sometieron al proceso de deteccion de las irregularidades con el
método de Wesolowsky.

Se consideraron valores de q = 10, 15, 20, 25, 30,40y 50 (ntamero de reactivos) y de n = 10,
20, 30, 40, 50 y 60 (namero de sustentantes).

Se realizaron 10,000 simulaciones para cada combinacion (Nn,q) dando un total de 420,000
simulaciones bajo el escenario de respuestas independientes. Luego, los trenes de respuesta

simulados para cada combinacion de (n, ) se sometieron al método. El nivel de significancia

usada fue de o = 0.001.

Para dar una idea de las posibles fallas del método, se contaron el namero de falsos positivos de cada
combinacion y se estimaron, tanto los promedios como los errores estandar de las coincidencias. Con
esto, se puede aplicar la distribucion normal y determinar las cotas de tolerancia del método.

III.2.  Proceso de simulacion bajo patrones de copia.



Los objetivos de la simulacion bajo las condiciones de copia, son:

1. Determinar la eficiencia del método cuando se somete a un patron de copia conocido.
2. Laidea de la simulacion es que detecte los patrones de copia simulados y siga sin detectar
falsos positivos.

La principal diferencia entre la simulacion con el patron de copia y el patron de independencia,
fue la resignacion de respuestas en los reactivos usando la siguiente estrategia:

e Para cada grupo de tamano N, se identificaron al estudiante mas habil y al menos habil, y a

27

cada uno de ellos se les “anclo” de forma aleatoria a 3 estudiantes, formando un “grupo
control” compuesto de 8 estudiantes.

e Para la prueba que consta de ( items en cada uno de los grupos de tamano N, se
seleccionaron aleatoriamente dos porcentajes de similitud en las respuestas, el 80% y el 90%
e Deesta forma, el “grupo control” tendra un tren de respuestas muy similar
e El proceso seguido se muestra en la Figural, tomado como ejemplo un tamano de grupo
n=60.
e Igual que en el caso de las simulaciones bajo independencia, se consideraron simulaciones
para las siguientes combinaciones entre tamano de grupo (N) y namero de items (q) :
Para g = 10, 20, 25, 30,40y 50 preguntas.
Para N =10, 20, 30, 40, 50 y 60 estudiantes.
e Paracada combinacion de (n, ¢, ), se realizaron 10,000 simulaciones lo que arroja un total de
720,000 simulaciones.
e Finalmente, los trenes de respuesta simulados de cada combinacion de se sometieron al

método de Wesolowsky con la finalidad de evaluar la eficiencia en la deteccion de las

irregularidades. El nivel de significancia usado fue de @=0.001.

Figural.- Proceso de simulacion en patrones de copia para tamafio de grupo 1n-60 y todos los
valores de g.

Total de preguntas | 10| 20| 25 | 30 | 40 | 50
61 =80% en la prueba

’ Respuestas_copiadas

“grupo control”
8 alumnos

‘ Total de preguntas | 10|20| 25 | 30 | 40 | 50
en la prueba
6 =90% ‘ Respuestas_copiadas 9 18

n=60
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Esto es, se desea que el método tenga tolerancia contra quienes pudieron haber tenido
irregularidades, en vez de acusar falsamente a quienes no incurrieron en las irregularidades.

Para determinar la eficacia del método, se cont6 el nimero de casos donde se identificaban al menos
un par de sustentantes con anomalia de los que se indujo el patron de copia. Ademas se cuentan todos
los casos en donde se detecto el total de las anomalias simuladas. Cabe destacar que el objetivo no es
detectar el total de las irregularidades, sino detectar las mas evidentes y evitar que haya falsos
positivos. Esto es porque se busca que el método sea tolerante a las irregularidades en vez de acusar
falsamente. Este objetivo se logra, parcialmente, con el nivel de significancia del 0.001.

De acuerdo con Wesolowsky (2000) una condicion deseable de un modelo es:
14,
Yo~ => Py
h

Es decir, el promedio de las probabilidades de contestar correctamente cada una de las preguntas,
debe ser similar a la proporcion de estudiantes que la contestaron correctamente. Este argumento se
dice que tiene mejor consistencia estructural. Graficamente, puede visualizarse como un diagrama
de dispersion entre las desviaciones entre las r; y el promedio de las probabilidades en cada reactivo,
contra el valor de la r;, lo que debe generar una grafica con puntos cercanos al valor de cero. Usando
este criterio, Wesolowsky (2000) demostro que su modelo tiene mejor estructura que el modelo de

Frary et al. (1977), donde se cumple el criterio solo en valores de I; cercanos a I. Ver Wesolowsky

(2000) para mayores detalles.

IV. RESULTADOS.

A continuacion se presentan los resultaos obtenidos del estudio de simulacion. Se presentan por
separado, los casos de independencia y grupos de control, ya que en ambos casos se responde a
preguntas especificas.

IV.1.  Resultados de las simulaciones: Bajo condiciones de independencia.

Una vez que se realizaron las 10,000 simulaciones de los trenes de respuesta para cada combinacion
(n,q), se sometieron al método para que detectara posibles anomalias en estos trenes de respuesta.
Por la construccion de las simulaciones, lo esperado es que no se detecte anomalias. Los resultados

obtenidos, usando & = 0.001 , son los siguientes:

Uno de los objetivos del ejercicio es determinar el nimero maximo de coincidencias permitidas entre
dos estudiantes debidas a causas puramente aleatorias. Para ello, y en base a las simulaciones
generadas se obtuvo el nimero esperado de coincidencias debidas puramente al azar, entre pares de
estudiantes.
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Tabla 1. Resumen de simulaciones de patrones de respuesta para diferentes tamanos de grupo y
namero de reactivos (a=0.001).

Tamaiio de la prueba (q)
10 15 20 25 30 40 50
10 cero cero cero cero cero Ccero | unpar
20 cero cero cero cero cero | unpar | Cero
30 cero cero cero | unpar | unpar | unpar | Cero
40 cero cero cero cero cero | unpar | Cero
50 cero cero Cero | unpar | cero cero Cero
60 cero cero cero cero cero cero Cero

Para cada una de las celdas, se generaron 10,000 simulaciones.

Las casillas con “cero” significa que el método no detecté6 anomalias en las 10,000 simulaciones,
mientras que en las casillas con “un par” implica que el método detecto un falso-positivo, ii un falso
positivo en 10,000 simulaciones !!.

Dado el nivel de significancia de & =0.001= P<RechazarH,|H, es verdadera;= %OOO , se

admite el riesgo de que el método falle en 1 de 1000 veces que se aplique, es decir, dadas las 10,000
simulaciones en cada una de las combinaciones (N, Q) se acepta el riesgo de que el método detecte

hasta 8 falsos-positivos. Por lo que las simulaciones realizadas aportan evidencia favorable al método
ya que detecta solo 7 anomalias en las 420,000 simulaciones realizadas. La Tabla2, muestra los
resultados de las simulaciones realizadas bajo independencia, sobre el valor esperado de las
coincidencia y su desviacion estandar (entre paréntesis). Por ejemplo cuando se le simulan 25
reactivos el nmero esperado de coincidencias entre pares de alumnos es de 12.6; es decir entre 12 y
13, con una desviacion estandar de alrededor de 2.1. Es muy interesante notar que estos valores no
dependen del tamano del grupo, ya que se mantienen relativamente estables. Obsérvese ademas que
el ntmero esperado de coincidencias debidas al azar con el esquema de simulacion descrito, es de
aproximadamente la mitad del ntimero del tamano de la prueba.
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Tabla 2. Namero esperado de coincidencias, E(Mjx) y sus desviaciones estandar (entre paréntesis)

por pares de alumnos.

Tamario de la prueba
q=10 q=15 q=20 q=25 q=30 q=40 q=50
4.9 7 10.7 12.7 153 19.9 26.7
n-=10 (144) (L77) (211 (2.34) (2.57) (2.94) | (3.20)
49 7.8 10.9 12.7 15.6 20.1 25.6
n=20 (1.47) (L76) (1.99) (2:29) (2.55) (2.95) (3.28)
4.8 7.6 10.0 123 143 19.8 25.6
Tamaio | n=30 (1.46) (L77) (2.13) (234) | (2.55) (2.96) (3.27)
del grupo 4.7 7.6 10.4 12.6 14.8 20.0 24.8
n =40 (1.49) (1.84) (2.02) (234) | (259 (2.94) (331
5.0 7.6 10.2 12.6 155 19.5 248
n=50 (146) (179) (2.01) (2.34) (2.52) (2.95) (3.28)
51 .7 9.6 12.6 14.7 19.0 237
n-=60 (1.46) (1.76) (213) (232) (2.63) (3.00) (3.34)

A partir de la tabla se pueden responder preguntas como:

e (Qué tanto se pueden desviar las coincidencias por encima del namero esperado (dado en la
tabla anterior) y deberse estrictamente a causas aleatorias?

e (Cual debe de ser la cota minima en las coincidencias para poder concluir sobre la existencia
de anomalias?

Aunque el analisis no es totalmente concluyente, si se da una panoramica sobre el tipo de resultados
y/o analisis que se pueden realizar en las pruebas estandarizadas. Para que este sea mas concluyente,
se deben considerar varios factores que resulten en mas escenarios de simulacion, ya que los factores

que tienen influencia en la respuesta son:

a) Elnivel de significancia utilizado (),
b) Lahabilidad de los estudiantes (a;) y

¢) Elnamero de items de la prueba (q);

La figura 2 y la Tabla3, muestran un resumen de los casos que estamos analizando. Por ejemplo, en la

figura se hace notar que, para un nivel de significancia de & =0.001, se pueden presentar hasta 24
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Figura2. Representacion grafica de las cotas de tolerancia de coincidencias entre pares de
estudiantes de grupos de 40 estudiantes, para cinco niveles de significancia y cuatro tamanos

de la prueba. o =0.001.

Numero de coincidencias (Mjk) permitidas bajo independencia
(n=40)

a1

40

34

33 33 5,

Coincidencias permitidas en forma aleatoria

coincidencias en total (11 coincidencias adicionales a las 13 esperadas), para concluir con un 99.9%
de confianza que existe evidencia de irregularidades en las respuestas de los estudiantes (es decir, no
contestaron de manera independiente), cuando el ntimero reactivos es de 25. {Esto es, atn con 24
respuestas iguales, es probable que no se detecte la existencia de anomalias, al 99.9% de confianza,
cuando la prueba de solo 25 preguntas!!! A un nivel de significancia del 909% la deteccion de respuestas
anomalas entre pares de estudiantes se presenta a partir de 22 coincidencias, siendo atin muy similar
al tamafio de la prueba.

Por otro lado, la Tabla 3 presenta las cotas para todos los casos simulados. Lo interesante de la tabla
es que para tamanos de prueba muy pequenos (10, 15 y 20 reactivos), el nimero de coincidencias que
pueden tolerarse, sin que se pueda asegurar la existencia de irregularidades, es muy similar al tamafio
de la prueba; lo que sugiere usar tamanos de prueba suficientemente extensos para poder realizar el
analisis de las posibles anomalias y no caer en la determinacion de falsos positivos. Por ejemplo, para
los casos de 50 reactivos, se permiten desde de 35 hasta 40 (aproximadamente) para detectar
anomalias lo que ya es un tanto menor que el tamano de la prueba y disminuiria el riesgo de los falsos
positivos.
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Tabla3. Numero de coincidencias permitidas bajo independencia, para combinaciones de
tamanos de grupo y namero de reactivos, a cinco diferentes niveles de significancia, a.

Nivel de
significancia ez | ¢=10 q-=15 q=20 q=25 q-30 q=40 | q=50
0.001 10 15 19 22 25 32 39
0.005 10 14 18 21 24 30 38
n=10 0.010 10 13 18 21 24 30 37
0.050 10 13 17 19 23 28 36
0.100 10 12 16 19 22 28 35
0.001 10 15 20 22 26 33 40
0.005 10 15 18 21 25 32 38
n=20 0.010 10 15 18 21 25 31 38
0.050 10 13 17 20 24 30 36
0.100 10 13 17 20 24 29 36
0.001 10 15 20 23 26 33 40
0.005 10 15 19 22 25 32 39
n-30 0.010 10 15 18 21 24 31 39
0.050 10 14 17 20 23 30 37
0.100 10 13 17 20 23 30 37
0.001 10 15 20 24 28 34 41
0.005 10 15 19 23 27 33 40
n=40 0.010 10 15 18 23 26 33 39
0.050 10 15 18 22 25 32 38
0.100 10 14 17 22 25 31 37
0.001 10 15 20 23 27 33 40
0.005 10 15 19 23 26 32 39
n-=50 0.010 10 15 19 22 26 32 39
0.050 10 15 18 21 25 31 37
0.100 10 14 18 21 25 30 38
0.001 10 15 20 23 26 33 40
0.005 10 15 19 23 25 32 38
n=60 0.010 10 15 19 22 25 32 38
0.050 10 15 18 21 24 31 37
0.100 10 15 17 21 23 30 36

NOTA: Las cotas para n=40 y ¢-25,30,40 y 50 de esta tabla, se presentan en la Grafica 3.

Para tener una idea inicial del efecto de las habilidades de los estudiantes, se realizé como ejercicio
adicional, una simulacion de 10,000 para los casos de alumnos y reactivos de (60,50) y (25,10). Con
este ejercicio se quiere responder las preguntas:

¢Qué pasaria con estas coincidencias si se comparan los trenes de respuestas de dos estudiantes que
son muy habilidosos? y, ési se comparan dos alumnos con no tan hdbiles? ¢Cambiaria la cota de tolerancia, y

€n cdso positivo en cuantds?

La idea es notar, la diferencia en el nimero de coincidencias permitidas entre alumnos habilidosos y
entre alumnos poco habilidosos. Para ello, se crearon dos clases de alumnos, estudiantes habilidosos
y estudiantes poco habilidosos. Para crear la “clase” de alumnos habilidosos, (clase A) y no
habilidosos (clase B), se us6 como valor critico de g; = 1. Esto es porque de acuerdo al modelo de
Wesolowsky, g; = 1, corresponde a una probabilidad de responder correctamente el reactivo i igual a
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su dificultad ri. Asi, los estudiantes con habilidad @; >1 pertenecerian a la clase A (dado que la

probabilidad de responder correctamente es mayor a la dificultas); y los estudiantes con habilidad

a; <1 formaron la clase B. Bajo este esquema, al tomar las 10,000 simulaciones de cada grupo (60x50

y 10x25), los resultados obtenidos bajo esta division, se muestra en la Tabla 4.

Tabla 4. Numero de coincidencias permitidas bajo independencia,dado un nivel de
significancia para dos niveles de habilidad (A y B). o =0.001.

GRUPO GRUPO
10X25 10X25 60x50 60x50
Cotay Diferencia Cotay Diferencia
NIVELDE (Por habilidad) entre Clases vs. (Por habilidad) de Clases vs.
SIGNIFICANCIA CLASE General (AB) General (A.B)
A(a;) 2 39
B(a) 21 19 3.2) 36 36 (30)
a=0100 Diferencia A-B_ |1 3
Aa) 23 40
B(a) 21 19 42) 37 37 (3,0)
a=0050 Diferencia A-B |2 3
Aap) 24 41
B(a) 2 2132 38 38 (3,0)
a=0010 Diferencia A-B |2 3
A (Clj> 1) 25 43
B (d;) 23 2 Gl 40 40 (3,0)
a=0.001 Diferencia A-B_ |2 3

La comparacion entre las cotas de la Tabla 4 y la Tabla3, es muy ilustrativa sobre el efecto, tanto de
la habilidad como del tamano de grupo. Por ejemplo, para el grupo de 60x50 en base a la tabla 3, se
permiten 40 coincidencias en un par de estudiantes para sospechar de la anomalia con un nivel de
significancia de o =0.001; sin embargo, para estudiantes suficientemente habiles, al mismo nivel de
significancia, se deben tener 43 coincidencia para sospechar de la anomalia. La tabla, también ilustra
el efecto del nivel de significancia, lo cual se nota revisando las diferencias a través de las columnas.
Es interesante notar que las diferencias, para los tamafios de examenes simulados se mantienen
relativamente estables para todos los niveles de significancia; para el grupo 10x25 es generalmente de
dos; mientras que para el grupo 60x50 es de tres.

Para obtener una herramienta mucho mas robusta sobre la determinacion de las cotas de tolerancia,
seria interesante plantear diferentes simulaciones que combinaran las habilidades de los estudiantes,
e incluir las dificultades como factor de analisis de las anomalias. Asi, se tendrian casos de alumnos
habiles con examenes sencillos y complicados, y casos con alumnos poco habiles con examenes
sencillos y complicados. El analisis de estas simulaciones, daria la pauta para determinar las cotas de
tolerancia bajo diferentes circunstancias que, ademas, pudiese ayudar a resolver los casos mas
comunes de aplicacion en las pruebas estandarizadas.
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IV.2. Resultados de las simulaciones: Bajo patrones de copia.

Por la construccion de las simulaciones bajo este escenario, se espera que ¢l método detecte las
anomalias que se “anclaron” al “grupo control” compuesto por 8 estudiantes. Luego, para cada
combinacion de (N, , &) se espera que en las 10,000 simulaciones realizadas, el método detecte a los

mismos alumnos que componen al “grupo control”, idealmente.
Existen dos situaciones bajo las cuales se puede decir que el método falle:

1) Si existen simulaciones en las que se detecte 8 anomalias, pero entre alumnos que no
pertenecen al grupo control.

2) Si se detecta un nimero excesivo de pares de estudiantes con respuestas anomalas y que
estos estudiantes no pertenezcan al “grupo control” (existan més de 8 anomalia detectadas).

Los resultados encontrados para evaluar el primer punto, se presentan en la Tabla5. Obsérvese que,

independientemente del tamano del grupo (N), para pruebas con un nimero pequeno de reactivos

(0) , el método es poco eficiente para la deteccion de anomalias del “grupo control”. Esto es, tolera

que varios estudiantes que han cometido anomalias no sean detectados de esperarse, lo cual se
justifica dado que, para examenes pequenos, el método requiere de “muchas coincidencias” para tener
la posibilidad de detectar anomalias; en varios casos de todo el examen. A partir de esto, es justificable
que solo en pocos grupos se hayan detectado las ocho coincidencias generadas con el grupo control.

Tabla 5. Numero de grupos simulados donde se detectaron Jas 8 anomalias generadas con el
“orupo control™; o = 0.00L

Tamaiio de 9% De Tamaiio de la prueba
Grupo reactivos q=25 q-=30 q=-40 q=50
0 =90% 0 4 575 4575
n=10 6: =80% 0 0 39 724
0, =90% 4 0 3329 0
n=20 6. =80% 0 0 708 0
0 =90% 0 2026 6972 7004
n=30 6. =80% 0 2027 4722 4037
0, =90% 4 4953 8105 8181
n=40 0. =80% 0 832 4785 5457
0 =90% 5 886 6171 9076
n=50 0. =80% 0 21 2405 6853
0, =90% 0 2194 5101 9214
n=60 6. =80% 0 95 2662 6435

Cada casilla es resultado de 10,000 simulaciones.

Por otro lado, la tabla muestra que el método es mas eficiente mientras mas estudiantes tenga el grupo
y mientras mas preguntas contenga el examen. Si bien el cuadro muestra ntmeros relativamente
bajos respecto a niimero de simulaciones realizadas, no quiere decir, que el método no detecte ningtin
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caso de anomalia. La Tabla 6 muestra el namero de simulaciones en las que el método detecto al
menos una anomalia (no exactamente las ocho generadas). Las casillas que tienen *, identifican los
casos donde el método detecto falsos positivos; es decir, detectd anomalias en estudiantes que no
pertenecen al “grupo control”. En casillas en las que no hay un *, implica que en las anomalias
detectadas estan involucrados los elementos (tal vez no todos) que forman el “grupo control”, es
decir, el método no cae en el riesgo de acusar falsamente. Claramente, lo esperado es que en cada
casilla aparezca un 10,000, implicando que en las 10,000 simulaciones se detectaron anomalias y que
las detectadas pertenecen a los elementos que forman el “grupo control”.

Tabla 6. Numero de simulaciones en las que se detectaron al menos una anomalia del grupo control.
o= 0.00L

Tamaiio de % De redctivos Tamano de la prueba
Grupo q=25 q=30 q=40 q=50
01 =90% 356 4,353 9,486 9,783
n=10 0 =80% 169 1,642 7,367 8,509
0, =90% 6,745 7,290 9,902 10,000
n=20 6 =80% 5,514 4,516 9,545 10,000
0 =90% 4,316 9,735 10,000 10,000
n=30 0> =80% 28 9,206 9,995 10,000
0 =90% 5,373 0,848 10,000 10,000
n=40 0 =80% 1,755 7,832 9,995 10,000
0, =90% 6,882 9,814 9,992 10,000
n=50 6> =80% 1,779 8,138 9,848 9,998
0, =90% 811 9,671 9,868 9,978
n=60 0, =80% 258 7,614 9,487 9,979

Nota: Cada casilla es resultado de 10,000 simulaciones.

Cabe aclarar que, en todos los casos donde el método acuso falsamente, solo de detect6 un par de
estudiantes, es decir, el método detecto solo un falso-positivo en cada caso ii un falso positivo en 10,000
simulaciones !. Asi, los resultados dan evidencia de la confianza del método, ya que solo solo detecto
seis falsos positivos en 480,000 casos simulados.

Dado lo anterior, se puede concluir que si bien el método es permisivo en el proceso de deteccion de
irregularidades (no acusa en casos donde se hubo irregularidad), cuando acusa casos irregulares es
muy alta la confianza de que asi sea; sobre todo cuando el namero de reactivos es suficientemente
grande. También es importante notar que cuando el método detecta irregularidades, lo hace porque
hay una gran cantidad de reactivos donde las respuestas entre los estudiantes coinciden (80 y 90%).
Si el porcentaje de coincidencia fuera menor, aunque si hubiera irregularidad, el método tenderia a
no detectarla ya que estaria cada vez mas cerca de la cota de tolerancia. Por ejemplo, si en un grupo
de 40 estudiantes se presume que hay irregularidades y esta ocurrio en el 709% de los reactivos (en 35
reactivos) para algunos pares de estudiantes en un examen de 50 preguntas, el método no detectaria
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dicha anomalia dado que la cota de tolerancia es de 40 reactivos (a=0.001). Dependiendo de algunos

factores, podria comenzar a detectar a partir de 36 con un nivel de significancia de 0=0.1.

Finalmente, la Tabla 7 da el promedio de alumnos detectados con irregularidad para cada caso
simulado. De la tabla es interesante notar que a medida que se incrementa el valore de ¢ (Namero de
reactivos en la prueba), el promedio de irregularidades detectadas se acerca al ocho, que fueron los
casos construidos con irregularidad (grupo control); es decir, cuando el tamano de la prueba es
suficientemente grande (50 0 mas), el método tenderia a detectaria a la mayoria de los casos donde si
se presentaron irregularidades; lo cual es un aspecto muy deseable del método.

Tabla7. Namero promedio de pares de estudiantes detectados con irregularidad del grupo de control.
a=0.00L

Tamario de Pardmetro de Niimero de reactivos (q)
grupo irregularidad 25 30 40 50
0=90% 0.0826 1.2018 4.1063 6.3291
n=10 0-80% 0.0340 0.3632 23295 3.8348
6-90% 2.1146 2.1191 5.9970 6.9889
n=20 6-80% 1.4132 1.1085 4.4385 6.8103
0=90% 0.9826 5.0931 7.0257 7.2198
n=30 0-80% 0.0057 4.8295 6.5835 6.3769
6-90% 1.4136 6.3978 7.5162 7.5111
n=40 6-80% 0.3915 3.2572 6.7598 6.7458
0=90% 1.9830 4.7349 6.9906 7.7508
n=50 0-80% 0.3900 2.6400 5.6022 7.1598
6-90% 0.2053 5.3198 6.4064 7.7924
n=60 0-80% 0.0536 2.6455 5.3084 7.1303

IV.3. Algunos casos extremos y algunas soluciones.

Vale la pena mostrar los casos extremos a los que se enfrenta el método y por ende este no funciona.

1) Paraun grupode N estudiantes y una prueba con ( reactivos, todos los estudiantes tienen

las respuesta correctas; es decir I} =1 parai-12,..q,

= El método NO detecta anomalias.

Larazon es que siendo I; =1, 1a probabilidad de responder correctamente cualquier reactivo es igual

a 1. Si la probabilidad es igual a 1, la probabilidad de coincidencia entre los estudiantes es también
igual a 1 en todos los reactivos, por lo que el valor esperado de coincidencias es igual al namero de
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reactivos de la prueba. De aqui que el estadistico de prueba, quede indefinido, ya que al ser todo igual,
la desviacion estandar es cero; ya que tanto el denominador como el numerador son iguales a cero

Por lo tanto, no hay forma de detectar irregularidad.

2) Para un grupo de N estudiantes y una prueba con ( reactivos, para la cual todos los

estudiantes tienen la misma respuesta incorrecta I, =0 para toda i=1,2,...q.

—> El método NO detecta anomalias.

La razon es similar al caso anterior, solo que la probabilidad de responder correctamente es igual a
cero; pero como todas las respuestas incorrectas son iguales, la probabilidad de coincidencia es otra
vez igual a 1. Por lo tanto, el valor esperado de coincidencias vuelve a ser igual a nimero de reactivos
y por igualdad en todas las respuestas la desviacion estandar vuelve a ser cero.

Las razones por las que pueden ocurrir este tipo de casos, son muy diversas. Para el caso 1, algunas de
ellas son:

e No hubo el control debido en la prueba lo que resulté en una copia generalizada;

e Elmaestro les ayudo a responder la prueba y lo sabia todo,

e Todos los estudiantes son extraordinariamente buenos que no se equivocaron en las
respuestas de la prueba, o como caso muy inusual,

e Tanto los estudiantes como el profesor, pudieron tener acceso a la prueba con anterioridad;

e Otras posibilidades o combinaciones que se puedan ocurrir.

En el caso dos, pudo ser una falta de ensefianza adecuada (se les ensefio mal TODO) y ademas hubo
un acuerdo de responder la misma opcion.

Algunos casos comunes a los que se les dio solucion son los siguientes:

3) Solo en unas preguntas coinciden todos los estudiantes en la respuesta correcta; es decir en
k de los q reactivos las respuestas son iguales para todos los estudiantes, por lo que para esos

casos I =1.

Solucion: La probabilidad de contestar correctamente es igual a 1, para todos los estudiantes,
por lo que la probabilidad de coincidir en dicho reactivo para todos los pares de estudiantes
es igual 1. Por lo tanto, el item aporta solo al valore esperado, con varianza cero para el
estadistico de prueba.

4) Solo en unas preguntas coinciden todos los estudiantes en la respuesta incorrecta; es decir
en k de los ¢ reactivos las respuestas incorrectas son iguales para todos los estudiantes, por
lo que para esos casos ¥; =0 .

Solucion: La probabilidad de contestar correctamente es igual a cero, para todos los
estudiantes, por lo que, la probabilidad de coincidir en dicho reactivo para todos los pares de
estudiantes es igual 1. Por lo tanto, el item aporta solo al valor esperado, con varianza cero
para el estadistico de prueba.

5) Elnamero de respuestas correctas para algunos estudiantes es cero.
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Solucion: Todas las probabilidades de contestar correctamente los reactivos para esos
estudiantes son iguales a cero. Por lo tanto, la ecuacion para resolver la habilidad queda
igualada a cero, por la expresion para la habilidad queda igualada a cero. Analiticamente, se
pierde la expresion en funcion de la habilidad y la solucion implicauna ¥, = O ,lo cual no es

necesariamente cierto. Nuestra propuesta es asignar desde un inicio el valor minimo de
habilidad que en este caso es cero y evitar la solucion analitica.

Dos estudiantes coinciden en el mismo tren de respuesta, y en algunos reactivos TODOS los
estudiantes tienen la misma respuesta.

Solucion: Se asigno la habilidad para las dos estudiantes igual al ntmero de reactivos
correctos entre g.

CONCLUSIONES

Este reporte es un resumen de los resultados después de haber realizado 900,000 simulaciones

de trenes de respuesta usando el modelo de Wesolowky (2000). Los resultados muestran
suficiente evidencia de que el método es eficiente para detectar irregularidades. En general,
se puede concluir que el método propuesto por Wesolowsky para la deteccion de un excesivo
numero de coincidencias en los patrones de respuesta de las pruebas estandarizadas, por
pares de estudiantes, es eficiente.

En base a estos resultados se admite que, aunque el método puede acusar falsamente, la

probabilidad de que esto suceda no excede el nivel de significancia (error tipo I de la prueba).

En el articulo origina, Wesolowsky no determina cotas de tolerancia maxima sobre el nimero de

coincidencias permitidas entre pares de estudiantes debidas al azar; este estudio si considera
importante conocer las cotas de tolerancia, las cuales son debidas al azar bajo las condiciones
en las que se desarrollo el estudio. El objetivo fue solo conocer el orden de magnitud del
namero de coincidencias arriba del promedio de coincidencias, sobre las cuales se espera una
posible irregularidad en los trenes de respuesta de las pruebas (Ver Tabla3).

Para visualizar un efecto esperado de las habilidades, el estudio arrojo que:

)

2)

3)

El namero esperado de coincidencias observadas y debidas al azar es de aproximadamente la
mitad del ntimero de items del examen. Ademas, es independiente del tamano del grupo,
véase tabla 2.

Se noto que a medida que se aumenta el namero de reactivos, asi como el tamano del grupo,
cuando se conoce a los estudiantes que participaron en las irregularidades, el método tiende
a detectar a “practicamente” a todos los involucrados.

A menor nimero de reactivos, la cota de tolerancia en el nimero de coincidencias esperadas
se acerca al nimero de preguntas de la prueba. Por lo tanto, el método aumenta su eficiencia,
sobre todo cuando el tamafio de la prueba es mayor a 25 reactivos.
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4) El namero de coincidencias observadas, puede exceder a la cota de tolerancia, debido
fundamentalmente a:

» Elnivel de significanciautilizado () ;

> las habilidades de los estudiantes involucrados (a; ) ;

» del namero de reactivos de Ia prueba (q) ;

VL. INVESTIGACIONES FUTURAS PLANEADAS
En base a las conclusiones dadas en la seccion anterior, se propone:

*  Comparacion del método con otros métodos existentes, presumiblemente eficientes, para
medir la bondad del método y considerar posibles extensiones del método (por ejemplo, el
método de Wollack el cual se basa en modelos logisticos).

*  Desarrollar estrategias de deteccion de irregularidades usando estrategias Bayesianas, como
el considerar la dificultad de los reactivos con una distribucion a-priori en el proceso de
deteccion de las irregularidades.

* Aunque, se da la pauta del efecto de la habilidad de los estudiantes, se podria estudiar con
mayor detalle, ademas de la dificultad de la prueba, en el valor esperado de coincidencias.
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